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Récapitulatif de la séance précedente

® Si T est un opérateur linéaire et invariant
par translation (SLI) alors

® |l est caractérisé par une réponse
Impulsionnelle.

® Il est aussi caractérisé par sa réponse
frequentielle (ou gain frequentiel).



® La réponse impulsionnelle définit I'action du
SLI au travers de l'opération de
convolution.

® Laréponse fréquentielle définit le SLI au
travers de son action sur les ondes de
Fourier.



® Les ondes de Fourier de fréquence v ont
I'expression suivante

Sur R, z+ *™" (v eR)

Sur Z, n— e (v e [=1/2,1/2])



Lien entre réponses impulsionnelles et
frequentielles

® SiT estun SLI de réponse impulsionnelle h et
de reponse frequentielle C, on a

Sur R: C(v) = /h(t)e%”tdt

SurZ: VYre[-1/2,1/2], C(v) =) hpe ™"

nciz



Les signaux finis

® Ce sont des signaux définis sur {0,...,N-1}

® Pour refaire la théorie des SLI pour ces signaux il suffit
de définir:

® Opérations linéaires (banal)
® Le décalage (translation sur 'ensemble {0,...,N-1})

® |Les ondes de Fourier



Décalage d’'un signal fini

(u™), = u,_,, pour les suites

Pour les signaux fini, n-m peux ne pas
appartenir a {0,1,... N — 1}

Solution : redéfinition de la somme (et
difference) en {0,1,... N — 1}

nlim = (n+m)ModN



Décalage d’'un signal fini

(um)n _ U(n—m)Mod N
Interprétation : on définit la suite @, = un ;4
Un période de ii coincide avec u
On définit u™ comme un période de @™
Cela assure que (u"™)™™ =u

Translation circulaire



La translation sur {o,...,N-1}:
plusieurs translatés d'un méme signal
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SLI pour les signaux finl

® Pour tout signal fini u on peut écrir
u=uyd +ud + uy_ 6V = 2y b

Alors, pour définition de SLI,

N-1 N-1
v="Tlu] = z U, T[6™] = z U, B
m=0 m=0

Avec h™ version decalé de la reponse
Impulsionnelle T[]



SLI pour les signaux finl

® On trouve :
N-1 N-1

Un = z Uy (A™)y, = z umh(n—m) Mod N = (u*h)y
m=0 m=0

C’est la convolution circulaire ou convolution entre
signaux fini

Elle a toutes les propriétés de la convolution ordinaire:

Commutativité, associativité, linearité



Convolution circulaire et convolution
ordinaire

Solent u et h des signaux finis de longueur N

Soit ii la suite obtenue par péeriodisation de u
Up = Up Mod N

Soit v Ia Convolution Circulaire de uetv

z hmu(n -m) Mod N — z hmu(n —m)

— (h *u)n

La convolution circulaire est la convolution
ordinaire avec un signal périodisé



Les ondes de Fourier sur {0,...,N-1}

® Une définition possible d’'une onde de
Fourier est toute fonction qui vérifie

® Normalisation: ¢(0) =1

® Inv. par translation:



Formule des ondes de Fourier

® Toute onde de Fourier sur {0,...,N-1} vérifie
* o(1)N =p(N=0)=1 (N=0modulo N)
® Donc
k

3k € {0,--- ,N — 1}, ¢(n) = *"~"

k
N s’appelle la fréquence de ’onde ¢



Application d'un SLI| sur les ondes de

Fourier
¢ _ eZin%n
" N-1 .
T|¢ z hmexp{Zln |(n — m)Mod N|}

n— mModN—n—m+pN

= hmexp{Ziﬂ—[(n—m)]}=

= ¢ mZO rmexp(~2i 73 m) = C(O),



Résumé des SLI sur {0,...,N-1}

® Tout SLI {0,...,N-1} est une convolution
contre une reponse impulsionnelle, notée h,

T(u)n — Z mun m — Z hmun m T Z hmun m+N

me{0,--- ,N—1} m>n

® La réponse fréquentielle, notée C est
indexée par {0,...,N-1} et donnée par

Vke0,---,N—1, C(k the—%wm



Signaux définis sur [-1/2,1/2]

fixe[-1/2,1/2] - f(x) €EC

1 1
0.8 0.8
0.6 0.5
0.4 : 0.4
0.2 0.2
25 M 0.5 Ly I 0 0.5
1 1
0.8 0.8
0.6 0.5
0.4 . 0.4
0.2 0.2
25 H 0.5 Ly . 0 0.5

Translation



Les SLI sur [-1/2,1/2]

® On définit la décalage comme translation
circulaire : f(x +t) = f[(x + t)Mod 1]

® Tout SLI est alors caracterisé par une
convolution circulaire :

1/2
T{f](x) = f() hl(x —t) Mod 1]dt =
. ~-1/2
f(t) h(x —t)dt
~-1/2

On peut donc voir la convolution circulaire
comme convolution avec une fonction périodisée



Les SLI sur [-1/2,1/2]

Leur réeponse impulsionnelle est une
fonction de [-1/2,1/2].

Montrer que lI'expression des ondes de
Fourier et celle de la réeponse fréquentielle
sont :

d(x) = exp(2i wkx)

C(k) = f—lﬁz h(t)e—ZiTL'ktdt



Introduction aux transformées de
Fourier

® Nous avons déja vu quatre transformations de
Fourier, ce sont les équations qui menent de la
reponse impulsionnelle d’'un SLI a la réponse
frequentielle de ce méme SLI.



Formule genérale d’'une transformation
de Fourier

® On se donne un espace G

® On calcule sur cet espace la formule des ondes
de Fourier

* ¢(0) =1
°* p(x+y) = o(x)o(y)
® On abouti a : ¢V(x)=€2mx
® v parcourt I'espace des fréquences de G

® La TF sur G est le produit scalaire avec son OF



Les espaces des fréeguences

L’espace des fréquences de R est R lui-méme.
L’espace des fréquences de Z est [-1/2,1/2]

L’espace des frequences de {0,...,N-1} est {0O,...,N-
1}(/N)

L’espace des fréequences de [-1/2,1/2] est Z



Transformation de
Fourier sur Z(TFtd)

ladjal@telecom-paristech.ir
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Rappel sur les ondes de
Fourier

® Nous avons vu que tout SLI agit sur les ondes de Fourier en
les multipliant par une constante qui depend de la fréguence.
Cette constante s’appelle réponse fréquentielle.

® Elles vérifient toujours phi(x+y)=phi(x)phi(y)

® Dans le cas d’'un SLI sur Z on a la formule:
C L h —2aTTn
(V) — n€

C est la reponse frequentielle et h la réponse
impulsionnelle



Equations des ondes de
Fourier

sur Z: Vv € [—1/2,1/2], n+— 20T
sur [—1/2,1/2[: Vm € Z, z > e2™™*
sur R: Vv € R, z — ™7

k

sur {0,...,N —1} : Vk€ {0,...,N — 1}, n s e*"~"



La TF comme
‘decomposition” sur une base
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Evolution de la décomposition spectrale d'un morceau
de musique. x=le temps, y=fréquence.



La Transformée de Fourier sur Z
ou Transformée de Fourier a temps
Discret (TFtD)

® | es suites bornées

noté I : ||ul|co = supn{|un|} <
® Les suites d’énergie finie
noté 1% : ||ulls = \/Z [un|? < +o00

® |es suites sommables
noté I' : |lull1 = Z [un| < 400

T




Regles de calcul
® Inclusions et Holder
L c 1?2 clo°

wellvel* = uvell
uEll,velm:u.vell



Convolutions

On a le tableau suivant

* [t 1% ]I

[t Y| 1E | I

[ [4 | [°

[%° || I™®

Regle pratique :
[1«[P > [P
[2 %2 > [®

Dans les autres cas la convergence n’est pas
assurée (exemple : convolution de 2 suites
constantes)



Convolutions
® En considerant les regles de calcul,

* Yl
[t [t 1% |

[ 4 |1

[%° || I™°

® Théoréme 1.13 du chapitre 1, (extrait)

® Tout SLI de!*vers!®est une
convolution par une reponse
Impulsionnelle ;1



Définition de la TFtD pour une suite
sommable

® Si u est une suite de ! alors on définit sa TFtD,

qui est une fonction sur [-1/2,1/2[, par

11

wel-S.5L  Ful0) =aw) = 2 =20V
nez

® {i(v) est une fonction continue sur [—=,= |

2 2

® La formule donnée est immédiatement étendue
a R, ou ul est périodique et continue



Quelgues proprietes

u et v sommables. ¢ onde sur Z de fréquence v,. v onde
sur [-1/2, 1/2[ de fréquence -m

(Vn € Z, u, = 0") = (Vv € [-1/2,1/2[, a(v) = ¢(v) = e 2™
F(uxv)=1uv
F(uv) =00
F(p.u)] (v) = (v — o)
Fu™) = 1.9
u réélle — u(—v) = u(v)
Up = U—yp — ’&(—]/) — ’EL(I/)
u réelle et symétrique — u aussi




Interprétation en termes de SLI

® La réponse fréquentielle est la TFtD de
la réponse impulsionnelle.

® Siuetvsontles réponses
iImpulsionnelles de deux SLI. On sait que
la réponse impulsionnelle du SLI
compose estu *x v. Par ailleurs, la
définition de la réponse fréquentielle est
en accord avec la regle (convolution -->
produit)



Extension a (2 et égalité de Parseval

® On peut étendre de ¢2 a ¢! la définition
de TFtD

® On garde la méme notation

® La TFtD est une bijection entre ¢2 et
L2([-1/2, 1/2[(

® On al'égalité de Parseval

1/2

> fual? = [ i)

—1/2



Extension a (2

® Nous ne faisons pas la démonstration de
I'existence et unicité

Yu € [, YN € N on consideére la suite de
fonctions

N
ﬁN(V) — 2 une—Zinvn
n=—N
On peut montrer la convergence a un

1 1

élement de L? ( _E’ED



Egalité de Parseval

Démonstration uniqguement pour suites a
support fini

Soit e,, (v) = exp(2imvm)

On vérifie que f_lﬁz em €ndV = 0,_m
1/2
2l = | amamdv =
~1/2

1/2
j ZmUme-mEnUnendV =Zp mUnmUnOn_m
~1/2

= [lull3



Exemple de convergence d'une seérie

de Fourier
® Pour la suite
qi(—l)"“rl 1 _
Uy = et 0sin=0
27T n

® On consideére les fonctions

N
U — § : une21ﬂun
n=—N
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Quelgques propriéetés
u etvent?. e onde surZ de fréquence v,. v onde sur [-
1/2, 1/2[ de frequence -m

F(u >k U) = UV A condition que v soit sommable
F(uv) =1 * 0

Flpu)|(v) =u(v — o)

Fu™) = u.

u réélle — u(—v) = u(v)
Up = U_p =—> U(—V) = u(V)
u réelle et symétrique = u aussi



Théoreme d’inversion

Up = /ﬁ(v)e%“””dv

Vrai pour les suites sommables et celles d’energie finie.

u, est donc la superposition d’O.F. avec gain #i(v)

Appliguer ce théoreme a la fonction x sur
[-1/2,1/2[ et en déduire |la valeur de la somme
des 1/n?



Interprétation en termes de SLI

U 1 b (% =>u x h
¢ | v=hW)¢
ii(v) : H(v) = a(W) - h(v)




Décroissance a I’infini et
regularité de la TFtD

Soit k> 0 un entier, on a :

(Z n|* || < oc\ — (u est k fois continuement dérivable, soit o € C*([—
\nez /

H : L I "4 i # #
et st on note v° la suite de terme général

s P vk
—ZUIT ) Up

.

la TFtD de v* est

F(*) = F(u)® (la dérivée k-ieme de F(u) )

[\.'.‘a|+—'

LD | =

N



Transformée de Fourier pour les suites
finies ou Transformee de Fourier
Discrete (TFD)

® La TFD d’une suite définie sur {0,...,N-1}
est une suite definie sur {0,...,N-1} par

N-—-1
~ B,y 3
T § :une ZE?TN‘TL
n=>0

® Onindexet par k, mais la fréquence des
ondes correspondantes est k/N.



Théoreme d’inversion

.k
—21TT=m
ume N

. Kk
eZLnNn




Théoreme d’inversion
k=N—1
Uk €
k=0

2imEn
U, N

_ 1
N

1 , .
Les ﬁﬁk sont la décompostion de u sur la base des
ondes de Fourier.



Propriétés classigues

Fgpu) =k —kg) ¢y = e TH"

F(u™) = uke_ZL TR

Propriétés de symmetrie



“Egalité” de Parseval

® Les ondes de Fourier sont orthogonales

deux a deux et de norme VN (voir démo
invertibilité)

® On en déduit

Ylhkl? = NXlug,l?



Liens entre TFD et TFtD

® La TFD est la seule transformée
calculable sur ordinateur.

® Nous allons voir comment une TFD peut
approximer une TFtD sous certaines

hypotheses




Cas d'une suite a support fini

® Siu est définie sur Z, et a son support
dans {0, ...,N — 1}. Soit v la suite finie
qui est égale a u sur {0, ..., M — 1} avec
M > N, etO allleurs, on a:

A k
Vi =U W

® Parfois ¥ est nommée TFD d’ordre M de
a partie non nulle de u (zero-padding)

® Donc avec un abus de langage, on peut
parler de TFD d’une suite a support fini



Cas d'une suite a support fini

En changeant M on peut echantillonner ii(v) si
finement qu'on le souhaite

Cela revient a effectuer un zero-padding

Toutefois, il suffit d’avoir N echantillons de
ti(v) pour la connaitre parfaitement

k
{” (N)} wrot e (V)
ke{0,..,.N—1}

Peut-on geneéraliser ? Quand est-ce que des
z . . 1

échantillons pris avec pas ~ permettent de
reconstruire une fonction ?
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Détermination de la frequence d’'une onde

® On observe N échantillons d’'une onde.

® On veut a partir de ces échantillons,
trouver la frequence de I'onde.



Détermination de la frequence d’'une onde

vn € Z,u, = e?™o" c-a-d., u = ¢, OF &
fl’éq Vo

On peut observer seulement un nombre fini

d’échantillon : on a
ul = pw

Ou w est une suite a support fini {0, ..., N —
1}

P.e. w est le créneau :
_(1sin€e{0,..N —1}
Wn = { 0 sinon



Détermination de la frequence d’'une onde

® Calculons la TFtD de u’

Fu') = F(¢w)

) |
. . il
On trouve facilement que °
w)| = sin TNV 8 |
sin v ; |
- “ EEI
. m\ﬂ \)\/\
A_Iors Vo es; la position du e T A
pic de F(u') e |

lw(v)| pour N=20
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TFtD d'une onde de fréquence 0,123 tronquée a 20
échantillons.



Détermination de la frequence d’'une onde

® Probléme : on n’a pas uT, mais
seulement ses echantillons de pas 1/M

® La position du pic sera donc connue
avec une precision liee a I'ordre de la
TFD (et non a la durée d’'observation !)
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TFD d’ordre 30 (gauche) et 60 (droite). La précision de
la détermination de la frequence est en 1/M. (on choisit

le k pour lequel la

FD est maximale)



Séparation de deux ondes

® La durée de I'observation affecte la
résolution en frequence

® On considére un mélange deux ondes
de Fourier, observé sur un nombre N
d’echantillons:

Uy = AUEQE?TVDR_I_AIE2HTH1H



Résolution fréquentielle:

20 ; . - 25
18|
18 3 20
14|
12} - | 1 15[
10
&l 10f
4] : :
al NN

i%. L

A 1. I:II .
2y AN E R

7 Iy

D = s :.g D i i i i i
=05 04 =03 =02 =41 ¢ b1 G2 03 Us Q5 05 -04 -03 -02 01 O 01 02 03 04 05

N=30. Gauche: Les deux TFtD, a droite la somme. On
ne peut pas distinguer les ondes de frequences proches
a moins de 1/N (ordre de grandeur)



Résolution fréquentielle:
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N=60. On arrive maintenant a distinguer les deux ondes.



Résolution fréeguentielle:

® La TFD du mélange de 2 ondes est :

k k
A()W M_VO +A1W M_Vl

Si le 2 ondes sont de la méme amplitude,
les pics sont séparables si leurs lobes sont
separés d'une demi-amplitude

L'amplitude du lobe depend de la fenétre :
pour le créneaux est%

Alors |la condition est: N > !

— |vo—vil



Probleme des amplitudes tres
différentes, masquage et fenétrage

® Pour remédier au probléme de la
resolution fréquentielle, il faut augmenter
le nombre d’échantillons observes N, si

possible.

® Ce ne dépende pas de l'ordre M de la
TFD

® Que se passe-t-il si les deux ondes ont
des amplitudes tres differentes?
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Gauche: TFtD des deux ondes.
Droite: TFtD de la somme.
Les pics secondaires masquent la 2eme onde




Le choix d’'une fenétre:

..............
...........

10 -5 0 5 10 15 20 25 0 35 40

Haut: Fenétre de Hamming. Bas: fenétre creneau (taille
30 dans les deux cas).



Le choix d’'une fenétre:
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Gauche : TFtD d’un créneau de taille 30.
Droite : TFtD d'une fenétre de Hamming.
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Multiplication par la fenétre de Hamming



Le spectrogramme

® L’idée du spectrogramme est d’analyser
localement le contenu frequentiel d’un

signal.

® Autour de chaque point du signal, on
extrait une fenétre dont on calcul la TFtD

(par une TFED)

® Pour un signal u et une fenétre w:

1 1 .
V(ﬂ, V) - 7, X [—51 5[1 U(ﬂ, V) — Z umwm_ne—%wvm
meEZ



Le spectrogramme

® Pour n fixé on a la formule

11 .
Vv € [—5, 5[, U(n,v) = Z Uy Wi —pe 2T

meZ
® Elle signifie que U(n,v) est la TFtD de u
multipliée par la fenétre w translatée de
n.



Le spectrogramme

® Pour une fréquence fixe on a la formule

U(Tl, VO) — Z ume_ne_Zi”VO(n—m)e—Zim/n

m
|U(Tl, VO)l — z ume_ne_ZinVO(n_m) —
m
<u,wp’e >,

Produit scalaire entre u et w centrée a la
frequence v,



Affichage des spectrogrammes

® Comme on a affaire a des signaux réels,
le module de la TFtD est symeétrigque.

)

® L’axe du temps est I'axe des x et I'axe
des y est I'axe des fréquences (ici en Hz)

® On utilise une échelle logarithmique pour
le module, sinon, certaines fréguences
domineraient trop. (c'est d'ailleurs
I’échelle de sensibilité de l'oreille)



Exemple:
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Gauche: Spectrogramme. TFD du méme signal.
La TFtD ne permet pas de savoir a quel moment arrive
'onde a 15000Hz.



Observation du codage mp3 sur le spectrogramme:

Piano: Original



Observation du codage mp3 sur le spectrogramme:

x 10°

MP3: 128kbits/s



Observation du codage mp3 sur le spectrogramme:

0.5

2L

0 0.5 1 1.5 2 25

MP3: 64kbits/s. Tout a diparu au-dela de 10000Hz.
Cependant le codage MP3 n’est pas un simple passe
bas.



