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Vocabulailre

RI pour réponse impulsionnelle
Suite causale: h, nul pourn < 0

SLI| causal si sa Rl I'est

Suite anti-causale: h,, nul pourn = 0
SLI anti-causal si sa Rl 'est
Bilatere: ni causal ni anti-causal

RIF: RI finie (support fini)

RIl: Rl a support infini



Propriétés de la causalité

® Un SLI causal ne dépend que du passé de son
entree.

® | a convolution de deux suites causales est causale.

® Et donc, la composition de deux SLI causaux est un
SLI causal

(U*V)y = XmezUmVn-m = 2m>0 UmVn-m, NUl Sin < 0

® Tout systéme physique réaliste est causal.



Transformee en Z (TZ)

Si h € 11, on définit sa TZ (notée H(z)) par:
vz € U, Z|hl(z) =H(z) = Z h,z™ "

nez

Avec U = {z € C: |z| = 1} (Cercle unité)

On observe que Vv € [—%%l h(v) = H(2)|,_ zinv

Ou encoreVz € U H(z) =h (ln_z)

21T



Propriétés de la TZ

Grace a la relation entre TZ et TFtD, on trouve
facilement les propriétés de la TZ

Convolution : Siu,h € I}, on saitque v = u x h € I! et
on a:
V(z) = U(z)H(z)

Inversion : Siu € ! et U(z) estsa TZ,

1/2
Vn € Z, U, = f H(QZLTCV)eZlT[vdV
~1/2

En conséquence, la TZ est injective



Propriétés de la TZ

Yu,v € 1, VYm € Z, VA,A, € C

Retard :
Vz € U,
Z[u™|(z) = Z w7 = z upz kM = 7MY (2)
nez kez
Linéarité :

vzeU,  Z[hu+ 0] =AU +,V(z2)
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TFtD et TZ d'une méme suite. On a une illustration
graphique du caractere périodique des fréquences sur Z
([-1/2,1/2])



Exemples de TZ

® Sih,#0o ne{0,1,..,N}, alors sa TZ est un
polyndbme en z~1:

H(z) = EN:Ohnz‘" =P(z™1)

® ho=1h =—7,h,=0VneZ—{01}

1
Hz) =1 —Ez_l

° 1\ . .
h, = (E) sin>0,eth, =0 ailleurs

Trouver H(z)



Exemples de TZ

© /1 " 1
H(Z):Z:n_o(iz_l> = T 1

_ L1
1 > Z

® Remarquer que les deux derniéres
suites sont les RIl de SLI inverses I'un de
I'autre...




Les filtres stables récursifs

Un filtre numeérique est un SLI sur Z

Un SLI est stable si h € I1 (Stabilité BIBO —
Bounded input, bounded output)

Un filtre (SLI) stable est recursif si

. la relation entrée/sortie peut s’écrire comme:
Vne€Z byy,+by, 1+ ..tbyy,_

= QoXp T A Xp_q + T ApXy_y,

. Les polyndmes P(z) = ¥;a;z" et Q(z) = X, b;z* sont
Co-premiers



Les filtres stables récursifs

® Permettent d’'implémenter une classe de
filtres plus large des RIF avec un nombre
fini d’opérations

® Exactement si I'entrée est causale

® Mais tout signal acquis est causale, quitte a le
retarder

® Avec précision arbitraire sinon



TZ de la Rl d’un filtre récursif stable

® Si H estla TZ de la RI d'un filtre récursif
stable alors (avec les notations precédentes)

P(z™H
Q(z™)

® Ceci implique que le polyndbme Q ne
s’annule pas sur le cercle unite.

H(z) =



Décroissance exponentielle de la
décomposition d’'une fraction rationnelle

Si P et Q sont deux polyn0mes co-premiers et Q

ne s’annule pas sur U, alors il existe une suite h

et des réels positifs R4, R,, C4, C, tels que:
0<R,<1<R,

vn > 0, |h, | < C{R}, et |h_,,| < C,R;™
P(z™1) _

VZE(C:R1<|Z|<R2; —1 =Zhnz "
Q(z™1) —

P(z™hH

1 —
Enplus,hel* etvze U H(z) = =

Sans demonstration



Deux décompositions importantes
Soit H(z) = —

_aZ_l '

Sia € C:|la] <1, alors

1
VzE[U,l_aZ_1=Za”Z n

n=0
Sia € C:|a| > 1, alors
vz € U,
1 —_ —a_]'Z —_— -—n-,Nn __ m,—m
1—0(2‘1_1—(1‘12__2“ z __Z“ z
n>o0 m<o0

SiI a est a l'interieur [extérieur] du disque unitaire,
H(z) est la TZ d'une suite [anti-]causale



Une éqguation de recurrence n'a qu'une
seule solution sommable

® Sion se donne une équation de
récurrence telle que Q n'a pas de zéros
sur le cercle unité. Alors pour toute
entree sommable x, il existe une unigue
solution y € I* tel que y = x * h, ou h est
la seule suite dontla TZ est P/Q.

® Ainsi, une équation de récurrence définit
un SLI (avec la condition sur Q).



Une éqguation de recurrence n'a qu'une
seule solution sommable

Unicité. Soit y! et y? deux solutions associées a x :

Y (Y™ = Yagx® = Yby (y)™
Ybinz MY H(z) = Q(z7HYH(2) = Xhyz ™Y (2)
=Q(z )Y*(2) > Y (2) =Y*(2)

L’injectivité assure le résultat y! = y?

Forme Le théoreme précédent assure gue si on

definit H(z) = gg:g alors 3h € 1*: Z[h](z) = H(Z)

Soit donc y = h * x. On sait que y € I1, donc on en
peut calculer la TZ




Une éqguation de recurrence n'a qu'une
seule solution sommable

y=hxx=>Y(z)=H2)X(z) = £
Q(z™HY(2) = P(z7H)X(2)
2 b,,z7"MY(z) = 2 arz *X(z) —

TZ—1
k

m
z bmYn-m = z ApXn—k =
m

k

y est une (la) solution



Simplification d’'une equation de
recurrence

® On se donne une équation de récurrence (non
completement triviale)

VnE€Z byy,+byy 1+ «.tbyyy g = aoxptagx, 1+ .+a,x, ,

® Quitte a décaler x et y, on peut toujours supposer que
by = 1 et ay hon nul.

® On peut aussi remplacer a; par a;/a, et dire que le
nouveau a, = 1 : c’est équivalent a multiplier x par une
constante

® Nous ferons ces hypothéses pour simplifier la présentation.



Pboles et zéros

® On se donne un SLI stable récursif d’équation de
recurrence (a, et b, non nuls)

vn € Z

boVp + b1Yp—1 + .+ by¥Vn_g
Qo Xp T A1 Xp_1 T . T ApXy_p

® Les zéros sont les zéros de P(z™ 1)

® Les poles sont les zéros de Q(z™1)

Rem: Ce sont

Ce sont aussi

es inverses des zeros de de P et Q.

es zeros et les poles de H(z)



Interprétation du module de la TZ

rationnelle
Lby=1  H(z) P(z™)
An = , = 1, 7)) =
° ° Q(z™1)
P(t) = Ya;t', Q(t) = Yb;t*
_ HiMAi
Alors |H(z)| = 1, 15,

Ou M est le point d’affixe z, et 4;, B; sont

les points d’affixes les zéros [pO6les] du filtre
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10

Exemple

Module de la TZ du filtre moyenneur (N=10 ici). Son module est nul
des que I'on croise une racine N-ieme de l'unité sauf la racine 1.



Inversion d’un filtre récursif stable
® Si un filtre récursif stable a une équation de récurrence,
telle que ni P ni Q ne s’annulent sur le cercle unité
Vne€Z byy,+by,_1+ ..tbyyn_g

= QoXp T AQ1Xp_q T . T ApXpy_y

® Alors son inverse est aussi récursif stable et a pour
équation de recurrence :
VneZ agyn+a1yn-1+ .+ ag¥n—q

= boXxp+bixn_q+ .t bpxy_y

® Rem: Si P avait un zéro sur le cercle unité, le filtre ne
seralt pas inversible.



Causalité:

® Un filtre stable récursif (b, non nul) est causal si et
seulement si tous ses poles sont strictement a
I'intérieur du disque unite.

® Un filtre @ minimum de phase est un filtre qui est
causal et d'inverse causal. C'est équivalent a dire que
tous ses poles et ses zéros sont strictement dans le
disque unite. (voir TD, pour plus de propriétes des
minimum de phase)



Implémentation causale des filtres
recursifs stables et causaux

Pour le SLI stable, récursif, causal d’équation:
Vn € Z VYn + blyn—l + ...+ bqyn_q

= QoXp T a1Xp_q1 + ..t ApXp—p

L’algorithme suivant

c_ (0sin<O
xn_{xnsinZO
(0 sin<0
p q
th = < 2 amx,‘fl_m—z:aktn_k sin=>0
\m=1 k=1

Implémente parfaitement le filtre si x est causale et aussi
precisement que voulu a partir d'un certain rang sinon:
JA < 1,C =2 0:Yn =0, |t, — y,| < CA™||x||;



Implémentation causale des filtres

recursifs stables et causaux
Si x causale, x¢ = x

y = x * h doit aussi étre causale, donc vn <0, y, = t,
Pour n > —1, demonstration par récurrence
Base:y_=t_1=0

Induction : si Vk < n,y, = t, alors y,, = t,
p

q
Yn = AmXn-m — z bmYn—m

m=0 m=1

p q
_ C _
— Z AmXn—-m — 2 bmtn—m — tn
m= m=1

0



Implémentation causale des filtres

recursifs stables et causaux
Si x non-causale, on atoujours y = x *x h

En plus, t = h x x¢ et t doit aussi étre causale
Alorsy —t=hx* (x —x°) et
VneEZy,—ty = z (Xm — X)) hp_m = Z Xmhn—m

MmeZz m<o0
Pourn > 0,

Y= tal £ ) Pl Iyl < ) | %] CR™ = CR™ Il

m<o0 m<o0



Exemple

® Pour inverser le filtre de réponse
Impulsionnelle h, =1 et h; = % Il suffit
de faire 2 opérations par echantillon au
lieu d’'une infinité si on utilisait la
convolution.



Non causal?

Essayer dimplémenter de maniere causale
I’équation de recurrence:

Yn — 2Yn—1 = Xp



Non causal?

Essayer dimplémenter de maniere causale
I’équation de recurrence:

Yn — 2Yn-1 = Xp
h, = 2™ pour n < 0 (anticausal, stable)
Si on applique l'algorithme récursif, on a

t, = x, + 2t,,_1 = 2" non stable !



Synthese de filtre:
Méethode de la fenétre

h est une Rl donnée. On veut I'approcher par une RIF g qui
verifie:
Jgn=0si|n|>N

Le critére a optimiser est: f_lﬁzm(v) — )| dv = ||h - §||2 =

Ih—gll3 =

D = gal? + ) Ihnl?

In|sN In|>N
S . _(0sin>N , .
L'optimum est: g,, = {hn sin < N,dou le nom...

sin(zn)
—\4 J

Si on veut approximer un FPB idéal avec freq 1/8, h,, = —

EQ décroit comme 1/N
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Synthese de filtre par choix de pdles et
zéros d’'un SLI stable récursif
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On veut approximer un passe bas de frequence 0.125. Avec le méme
nombre d’opérations que dans la méthode de la fenétre, on obtient une
approximation 3 fois meilleure, dans ce cas. (gauche, 2 pb6les X’ et 13

ZEeros ‘o’)



