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Espaces de fonctions

L'(R) : fonctions sommables
feM(R) & j £ (0)]dx < 400
R
L*(R) : fonctions a énergie finie

feI2(R) & j £(0)[2dx < 40
R

L™ (R) : fonctions bornées
feL®(R) = 3ICER:|f(x)] <Cp.p.



Inclusions

L'(R)NL*®(R) c L*(R)

Dém. [ If 12 < [ lIfllel f1 = lIflloollf

feL*(R)etdA:f(x) =0V|x| >4 = f € L}(R)

Dém.

f|f|=J

sl Jocipieal F14) <ol f]

<

|

2 2
sl T+ Joqigin 1 < WFHlz + 24



Regles de calcul

Lf.L® > ¥

L% 1% > L1

Lk * Ll N Lk

[? %% > L*®
En plus, dans le dernier cas, la convolution est
continue et tend vers 0 all’infini



Transformée de Fourier temps continu (TFtC):
fonctions sommables

Sif € LY(R), on définit sa TFtC f ou F(f) :
v € R F(v) = [F(H)] W) = ij<x>e-2imdx

Dans ce cas, f est continue, bornée et tend vers 0 a
I"infini.

2’2

Exemple: calculer la TFtC de [} 1 1[(x)



Extension a L*(R)

* || existe une seule application linéaire entre
L%(R) et L?(R) tel que:
1) Elle coincide avec F sur L*(R)
Aty 2
2) Satisfait 'égalité de Parseval: ||f]|5 = HfHZ

3) Est bijective



Extension a L*(R)

e Pour f € L?>(R), la formule [ f(x)e 2™ dx
devrait s’interpréter dans les sens des
distributions

* En pratique :si f = F(g) € L?, la transformée
de f est g symétrisée

* On peut considérer la suite de
fonctions fy(x) = f(X)I_y Ny € L'(R), et
définir F(f) comme limite de F (fy)



Propriétés

Soient :

f,g € L*(R), p(x) = e*™%, fV(x) = f(x — y)
Si les regles de calcul le permettent, on a:
F(fxg9)=fg

F(fg)=f~*3

F(pf) = f(VA— Vo) |

F(F)) = f(v)e2m>

Symétrie, symétrie hermitienne

FIF010) = 5 f (5)



Théoreme d’inversion

Si f € LY(R)UL?*(R) on définit transformée
inverse de f la fonction

FIFIW) = | roeta

Alors F[F(H] =f

l'identité est ponctuelle pour L (R) et en
norme pour L?(R)



Régularité et décroissance

vk € {0,1,..K},x*f(x) € L}(R) =
f e cOR) et fR(v) = F[(—2imx)k f(x)]

vk €{0,1,..K}, f € cK(R),
fOx) e M(R) =
vk € {0,1,..K}, lim v¥f(v) =0

|v|—>oo

et F|f|(v) = Qinx)*f(v)



TFen[ 1,1]
2’2

11

* On considere les fonctions en [— E’E]

* On peut voir ces fonctions comme une période de

fonctions périodiques

+onal”(|=53]) e (=53 < 11 ([=32))



Coefficients de Fourier

Si f €Lt ( —%,%D , on appelle c.d.F. la suite ¢y,

1
2 .

Vk € Z, c;, = f 1f(lf)e‘z””‘tdt
2

La suite ¢ tend a zéro pour k - +oo



Propriétés

f,g €LP ( —%,%D, ¢, d sont leurs c.d.F.

T(BZinmt) — 5k—‘m

p=2 F(fg)=cxd
Flf@®)e? ot |(k) = c(k — ko)

FIF (£ = 1K) = c)e2m
Symeétrie, symeétrie hermitienne



Parseval, Inversion

Si f € L? ([—%,%D et ¢, sont ses c.d.F., alors

¢, € 12(7) et

£l = llcll;
1 1 1 1 1 21Ttk
fert(|-5.5])= vee [_E’E['che = £ (D)
keZ

11 11 ; \
f € L? ([_E’ED = Vt € [—,5 [ Zez c e *tend 3
f(t) en norme quadratique



Régularité et décroissance

i f € 1 (|-5.3]) ne™,

Alors lim kVc, = 0 et les c.d.F. de sa dérivée

|k| >0

d’ordre m sont (2imk)™c,,



Renormalisation du temps

Les c.d.F. d’une fonction définie sur —g,ﬂ sont
1 (42 _2int
Cp, = — f(t)e A dt
A —A/2

Is ont les mémes propriétés que dans le cas

1 1
— —,—|, sauf Parseval:

27 2.
11l = VAllcll,




