Echantillonnage
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Exemple : échantillonnage d’'une onde
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Formule de Poisson

feL'(R),f el (R),f(n)el',f(m)el' =

11
we|-3:
z f(m)e—zl'nmv — 2 ]?(n +v)
meZz nez

On pose g(v) = Y f(n +v) on calcule les cdF de g :
on trouve ¢,;, = f(—m). On applique le théoreme
d’inversion aux cdF et on conclue



Théoreme de Shannon
feL'R), v |-, 2| f)=0etf(n)el!

Alors

VtER, f(t) = Z f(n)sinC[r(t — n)]

nez
Et

11 . A
Vv € [_E'El' z f(m)e 2m™vm = f(v)
meZz
Dém. f bornée et a support borné, donc f e Lt

On applique Poisson: Y, f(m)e ™M =Y f(n+v) = f(v)
On applique le théoreme d’inversion a f et on conclue



Théoréme de Shannon sur L2

f € L*(R) et f a support en —% %]
vneZfn) =u, = Ifll; = [full
Dém. On on pose la méme fonction g(v) qu’on a dans

Poisson: Vv € [—— —[ g =Y. fn+v) =f()

Par Poisson, les cdF de g sont u,, = f(—m) et par

Parseval
1/2 1/2

ull3 = gl = /112,191 = [ |71 = Ll I =
fIl




Théoréme de Shannon sur L2

Si f, g € L*(R), les spectres sont a support fini

—%,%[ etvn € Z,g(n) = f(n)

Alors f = g en norme quadratique, c’est-a-dire,
If —gll2=0

Dém. h = f — g respecte les hypothese du théoreme
précédent, donc

If = gl3 = IRlIE = lull3 = ) [f(n) - g(m)]? = 0

n



Théoréme de Shannon sur L2

Maintenant, soit fy = f — 2N__n f(n) sinCF

Avec sinClt(t) = sinC|n(t — n)]

Comme h, ces fonctions respectent les hypotheses du
théoreme pour tout N, donc

Ifll3 = lluyll = ) 1f@I2 >y 0
In|>N

Donc f =Y., f(n) sinCF en sens L?



Reconstruction parfaite

La formule Vt € R, f(t) = ).,z f (M)sinC|r(t — n)]
et sa formule équivalente en L? sont dites de
reconstruction parfaite ou idéale
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Reconstruction parfaite

La formule Vt € R, f(t) = ).,z f (M)sinC|r(t — n)]
ou son équivalent en L? sont dites de reconstruction
parfaite ou ideéale
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Reconstruction parfaite

La formule Vt € R, f(t) = ).,z f (M)sinC|r(t — n)]
ou son équivalent en L? sont dites de reconstruction
parfaite ou ideéale
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Autres reconstructions

Généralisation de la formule de reconstruction :

vt € R, f() = 2 F(n)sinC[(t — n)]
nez

Le probleme ici c’est que pour tout t on a besoin d’'une
somme infini. Si on tronque, l'erreur décroit comme 1/N

vt € R, g(t) = 2 F(M)h(t —n)
nez
Si h a support fini, la somme est finie, mais il peut y avoir
une erreur de reconstruction



Autres reconstructions

Interpolation polynomiale : on utilise des polynémes
qui passent par f(n) aux instants n

Interpolation d’ordre zéro : h(t) = hy(t) = H[_lll(t)

2’2

vt € R, g(t) = Z F(M)hy(t —n) <

nez

Vt € ’m—1 m+1] g(t) = f(m)
2’ 21"



Autres reconstructions

Interpolation d’ordre un :
h(t) = hy(t) = (ho* ho)(t) = (1 — [t])Ij=1 11(¢)

vt € R, g(t) = Z F(Mhy(t —n)
vt € [m—1,ml gt

=(t-m+1)f(m—-1)+(m—1t)f(m)



Autres reconstructions
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Autres reconstructions
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Autres reconstructions




Erreur de reconstruction

9 =TufMh(t—n) et - :
GOV) = Sner f (MA@ 2™ = AV) Ter f (v +m)

If =gl =1If - 4ll; =
r1/2

n+1/2

J_1/2 n—1/2

n#+0
r1/2 n+1/2

= [ ol -kl [ lgwra

J—1/2 n—1/2

n=0
+1/2

= [ Vo -gwlav+y [ 1fe) - o) a

1/2
= [ orh-hefav+ Y [ 190 - miay

~1/2 —1/2

+1/2

n+0

1/2
:J |f(v)|2|1—ﬁ(v)|2dv+2f |ﬁ(v—n)f(v)|2dv

-1/2 —1/2

n+0



Erreur de reconstruction

If —gll5 =
=[ |f<v>|2|1—ﬁ<v>|2dv+j

—-1/2 —-1/2

+1/2
O ) R =m)| dv

n+0

Reconstruction idéale : A(v) = 1 en bande principale et nul sur les
répliques
Le sinC satisfait ces conditions



Meilleure reconstruction

Soit f € L* non limitée en bande

Soit g(t) = )., u, sinC|m(t — n)]
Quel est le choix de u,, qui minimise ||f — g||5 ?



Meilleure reconstruction

Soit fz = f * sinC™ € L? : limitée en bande

Soit fy = f — fp C'est-a-dire, f = fy + fp

Pour tout g limitée en bande (donc exprimable comme
somme de sinC), on a

If —gllz = llfu + fz — gll5
= Ifulls + lfzg — gll5 + 2{fu, fz — 9)
= Ifull5s + llfzg — gll5

Comme f5 et g satisfont les HP de Shannon, g(n) = fz(n)
est le choix optimale, ce qui implique u,, = fg(n)



Normalisation
Si on veut échantillonner f avec période T,, on introduit

9(x) = f(Tex)
La fonction g est echantillonnée avec période 1, donc
1. Vlv|>-,§(0) =0

2. g(x) =T g)sinClr(t — m)]
3. Ymg(m)e ?™m =3, (v +n)
On écrit cela en se rappelant que:

g(x) = f(Tex) fx)=g (%)

1 . A
) == f (Tl) ) =Teg (Fl)



Normalisation
On obtient

1 f) =Tg(5)=0vE> oW >

e

2. f(t) = gt/T,) = X g(m)sinClr(t/T, — n)] =

f(t) = Xnf(nT)sinC [Tie (t — nTe)]
3. Y f(MT,)e™2mM = Tieznf (V; n)

e

Chaine de numérisation : filtre idéal a F, /2 et
reconstruction avec sinC™/Te



