Transformation de
Fourier sur Z(TFtd)



Rappel sur les ondes de Fourier

Nous avons vu que tout SLI agit sur les ondes
de Fourier en les multipliant par une constante
qui dépend de la fréquence. Cette constante
s’appelle réponse fréquentielle.

Elles vérifient toujours ¢p(x + y) = p(x)p(y)
Dans le cas d’un SLI sur Z on a la formule:

C(V) — ZmEZ hme—Zim/n

C est la réponse fréquentielle et h la réponse
impulsionnelle



Espaces des suites

e |Les suites bornées :

u €l” e ||lulle = suplluyl|} < 4o
n

* Les suites d’énergie finie
el e lull, = Talugl? < +o0

e Les suites sommables

well e flully = ) fuy| < +oo
n



Regles de calcul

1 c?2c®

uel?vel*!=suvell
uellvel®*=uvel”®



Convolution

On a le tableau suivant

* AN
It L
[ [ [ 1| -
[ ]| I | - -

Regle pratique :

1P - [P

1?2 %[ > [®
Dans les autres cas la convergence n’est pas
assurée (exemple : convolution de 2 suites
constantes)



Définition de la TFtD pour une
suite sommable

* Siu est une suite de I alors on définit sa TFtD, qui
est une fonction sur [-1/2,1/2][, par

11 '
Vv € [—E,E [, T[u] (V) — ﬁ(V) = Z une_zlﬂvn
e
» @(v) estune fonction continue sur [— =, >

e La formule donnée est immédiatement étendue a R,
ou U est périodique et continue



Quelques propriétés

E ll- E 1 1 .
u,v ; Vo [ 2_2[,

, 11 .
O:n €7Z — el Y:v E [_E’E [ o e 2immv

u=56"=1l) =y

Flux*xv) =100

Fluv) =07

[F(p. W) =a(v —vp)

Fw™) =ua.y

u réelle = t(—v) = 1i(v)

U, =u_, = i(—v) =il)

uréelleetu, =u_, = tiréelleet ti(—v) = t(v)




(Bouts de) démonstrations

(5’< * 5p)n = 2 skeoP = nekep = (5k+p )n

MmeZ

F(6% « 6P) = F(5%+P ) = F(5%)F (%)

1 17 .
Soit, Vv E [_Ef , e, (v) = e?mvm,
1

2 S .
flem(V)en(V)dV = Jr e2tmv(m=n)qy —

2

I
N =

N =

1 1

= j21 cos|2mv(m —n)| dv + ijzl sin[2nv(m — n)] dv

= Om-n



(Bouts de) démonstrations

Fld.uw)(v) = z U, e2mVolte =2V — fi(y — y)

Fum™) = F(u + 6™) = i

u réelle = t(v) = Z U, e 2imnvm . — Z U, e 2TV — fi(—vy)

meZz meZz

U_y = Uy = ﬁ(—v) — z umezmnvm — Z une—Zinnvn — ﬁ(V)

meZz nez



Interprétation en termes de SLI

Si h € [1, le SLI T associé transforme une suite
bornée en une suite bornée

e Siu€elletu=T[u],alorsv =h=*v el

¢ C(V) = Lpez hme 2™ = A(v)

* UV =1Uh



Interprétation en termes de SLI

u n v=ux*h

¢ -_v= C(v)p = h(v)¢
aw) m) = () - h(v)




Extension a [%et égalité de Parseval

On peut étendre de [ 3 [? la définition de
TFtD

On garde la méme notation : Flu] = 1i(v)
4 1 1
Nous considérons L2 ( — E’ED , espace des

fonctions périodiques a énergie finie :

1
f € L2< —%% ) = lelf(t)lzdt < 400
2



Extension a [%et égalité de Parseval

Théoreme

* On considere une application linéaire

F:l4 - L? ([—%,%D telle que la restriction

de F sur l1 est la TFtD

* Alors:
 F existe et est unique

.e . 1 1
 F est une bijection entre [* et L2 ( _E’ED

 F estuneisométrie (égalité de Parseval) :
1/2

Dlual? = [ jaPay
1/2



Extension a [%et égalité de Parseval

* Nous ne faisons pas la démonstration
de I'existence et unicité

Yu € [%, VYN € N on considére la suite de

fonctions

N
ﬁN(V) — E une—ZL nmvn
n=-—N
On peut montrer la convergence a un

11

élément de L? ([—— —D

2’2



Extension a [%et égalité de Parseval

Démonstration uniquement pour suites a
support fini

Soit e,,, (V) = exp(2imrvm)
On a vu que f_lﬁz e, e, dv=25,_,,

1/2
nm@=f A A dv =

~-1/2

1/2

f ZmUme-mZnUnendV =Xy mUnUnOp—m

_1/2
= [lull3



Quelques propriétés

= l2. = 11 .

u, v Vo € | > l;

. 11 .

(]5:71 E7 — eZlTCVOTL’ l/):V = [_E’E[_) e—mev
Fu*v)=1ab A condition que v soit sommable
Fluv) =7
[F(o. w)](v) = (v —vp)

F(u™) = 1.

u réelle = t(—v) = 1i(v)
U, =u_, = ti(—v) =il)
uréelleetu, =u_, = tiréelleet ti(—v) = t(v)



Théoreme d’inversion

Siu € %etl = F(u),

Alors
1

2 .
Vn € Zu, = j 1'&(1/)32”“’"611/

2

Dém. pour suite a support fini.

1 1

LN 2imTvn 2 =2imvym ,2imvn

. a(v)e dv = . U, € e dv
2 "2 mE€EZ

1
2 —2imvym ,2imvn
= Um | € e dv = u,

meZz 2



Décroissance a l'infini et régularité

Soit k € N et

1l est k fois continument dérivable.

Si on note v la suite de terme général
v = (=2imn)*u,
Alors v € 1 et




