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Espaces de fonctions

L'(R) : fonctions sommables

feL'(R) & ] If(x)|dx < +o0
R

L% (R) : fonctions a énergie finie

feL‘(R) f |f () [?dx < +o0
R

L (R) : fonctions bornées
fEeEL®(R) e 3IC eER:|f(x)] <Cp.p.



Inclusions

LY(R)NL*(R) c L*(R)
Dém. [ IfIZ < [ Ifllol f1 = Nflleollf Il

feL*(R)etdA:V|x]| > A4, f(x) =0 = f € L}(R)
Dém.

U= 0 sl foaal F1 S ol

2



Regles de calcul

LF.L® > Lk

L% L% - L1
et la norme L! du produit est inférieure ou égale a au
produit des normes L? (Cauchy-Schwartz)

Lk * Ll N Lk

L% * L% - L®
En plus, dans le dernier cas, la convolution est continue,

tend vers 0 a I'infini, et sa norme est inférieure ou égale au
produit des 2 normes



Transformée de Fourier temps continu (TFtC):

fonctions sommables

Sif € L1(R), on définit sa TFtC f ou F(f) :
W € RF0) = [F(DI) = [ e 2m<d
R

Dans ce cas, f est continue, bornée (||f |oo < ||fll;) et tend vers

0 a l'infini.

Exemple: calculer la TFtC de ]I[ 1 1[(x) N

2’2

Sin Tv — sinC(mv) . / \

f) =

v L

i



Extension a L*(R)

* || existe une seule application linéaire entre
L*(R) et L*(R) tel que:
1) Elle coincide avec F sur L (R)
Al12
2) Satisfait 'égalité de Parseval: ||f]|5 = HfHZ

3) Est bijective



Théoreme d’inversion

Si f € LY(R)UL?(R) on définit transformée inverse de f la
fonction

FIFIW) = | foetma

Alors F[F ()] = f

'identité est ponctuelle pour L*(R) et en norme pour L?(R)

Exemple : calculer la transformée de g(x) = [sinC(mx)]?

Flgl = Flh - h] = Flh] » F[h]



Calcul de la TFtC en L?(R)

* Pour f € L?(R), la formule | f(x)e~?"™dx devrait
s'interpréter dans les sens des distributions

« Enpratique:sif = F(g) € L?, latransformée de f est g
symeétrisée
— Exemple: calculer la TFtC de sinC(mx)
- f(v) = H(_;;)(V)

2’2

* On peut considérer la suite de
fonctions fy(x) = f(x)[(_yn) € LY(R), et calculer F(f)
comme limite de F(fy)



Propriétés

Soit :

f,g € LM UL? ¢p(x) = e®™0%, f¥(x) = f(x — y)
Si les regles de calcul le permettent, on a:
F(f+g9)=fg

F(fg)=1*9

F(f)=fv—vy)
F(fW) = f(v)e ™



Propriétés

Symétrie : Sivx € R, f(x) = f(—x),
alorsVv € R, f(v) = f(—v)

Symétrie hermitienne : Si f est réelle, alors

Vv ER, f(—v) = f(v)

Si f est réelle et symétrique, f est réelle et symétrique
Re-normalisation du temps

FIF010) = 5 £ (5)

Exemple : calculer la TFtC de H[___

f(v) = AsinC(Anv)



Régularité et décroissance

vk € {0,1,..K}, x*f(x) € LY(R) =
fec®®) et fB(v) = Fl(—2imx)*f(x)]

vk €{0,1,..K},f € C¥(R),
f®(x) € LY(R)
=

vk € {0,1, ...K},l llim vEf(v) =0
V|I—>00

et F|fP|(v) = Qinx)*f (v)



Régularité et décroissance

La fonction f =1 11] a une décroissance

2’2
extrémement rapide (support borné)
= Satransformée f = sinC est extrémement
réguliere : f € ¢(*)

La fonction f =1 11] n’est pas réguliere (continue)
2’2

= Satransformée f = sinC décroit lentement 3
I'infini (comme 1/v)



TF en|—-= —[ Coefficients de Fourier

1 1
* On considere les fonctions en — E[

* On peut voir ces fonctions comme une période de
fonctions périodiques

s () e (2D e (4D




Coefficients de Fourier

Sif €Ll ( — %,%D , on appelle coefficients de Fourier la

suite ¢y:
1
2 .
Vk €EZ, c;, = flf(t)e_z””‘tdt
2

La suite ¢, tend a zéro pour k = + oo

Pour les inclusions, cette définition est aussi valable pour
les fonctions a énergie finie et pour les fonctions bornées



Propriétés

f,g €LP ( —%,%D, ¢, d sont leurs c.d.F.

T(BZinmt) — 5k—‘m
p=1 F(f*g)=cd

p=2 F(fg)=cxd
F|f(@)e? ot |(k) = c(k — ko)

FIF (¢ = 01K) = c(k)e 2



Propriétés

Symétrie hermitienne : si f estréelle, c_, = ¢,
Symétrie:siVx € R, f(x) = f(—x), c_p = cg

Si f est réelle et symétrique, ses c.d.F sont aussi réels et
symeétriques

Parseval :Si f € L? ([—%,%D et ¢, sont ses c.d.F., alors
cx € 1%(Z) et

1f1l2 = llcll2



Inversion

fELl( —% %Detcel1
> Vi€ [—— - ZC e2imtk — £ (1)

KEZ
Ce qui signifie aussi que f(—-) est la TFtD de ¢y

f € L? ([—% %D = VtE€ [—— [»Zkez c e ™Rtend a f(t)
en norme quadratique, c’est-a- d|re ;
K

lim | |f(t) — 2 ce? ™Kl dt =0

K—>o00
R K=K




Régularité et décroissance

Si
11
f (S Ll( —E,E ) ﬂC(N),

Alors :

lim kNCk =0

|kk|—>c0
et
les c.d.F. de sa dérivée d’ordre m sont (2imk)™c;,



Re-normalisation du temps

A A

On s’intéresse aux fonctions définies sur[— = E[

Cela correspond aux fonctions périodiques de période A

Les ondes de Fourier sont :

A A
Vt el—— _[ — eZlTL'TlZ

Onde de fréquence % avecn € Z



Renormalisation du temps

Les c.d.F. d’une fonction définie sur[— %,ﬂsont
1 (42 _2int
Cj, = — f(t)e A dt

AJ_a/2

. oy 11
lls ont les mémes propriétés que dans le cas |— E’E[’

sauf Parseval:

I£1l2 = VAllcll,



