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Exemple

. échantillonnage d’'une onde
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Formule de Poisson

feL'(R),f e X(R),f(n) ell, f(m) el =

Vv € [—%,% , Z f(m)e2mmv — Zf(v +n)

mez nez

On pose g(v) = Y f (v + n) on calcule les cdF de g : on trouve
cm = f(—m). On applique le théoreme d’inversion aux cdF et
on conclue



Formule de Poisson

* me(m) = an(n)
c wve|-22 20 =S fv+n)

* Repliement spectral



Vv € [—%% i(v) = Zf(v +n)
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Vv € [_E | aw) =Zf(v+n)
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Vv € [—%,l i(v) = Zf(v +n)
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Vv € [—%% i(v) = Zf(v +n)
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Théoreme de Shannon

f eLY(R), Vv ¢ [—%,%‘ fw)=0etf(n) ell
Alors
vt € R, F(£) = 2 F()sinClr(t — )]
nez
Et
11 | )
wwe =55, ) famemm = fw)
MmeZ

Dém. f bornée et a support borné, donc f € L!

On applique Poisson: Y., f(m)e 2™m =Y f(n+v) = f(v)
On applique le théoreme d’inversion a f et on conclue

Injectivité : si f et g satisfont les hypotheses et en plus
VneER,f(n) =gn),alorsf =g



Théoréme de Shannon sur L2

f € L(R) et f a support en [—%,%_
VneZfmn) =u,=|fll, = llull,

Dém. On pose la méme fonction g(v) qu’on a dans Poisson:
1 1

we -3, 90 = B f(n+v) = f)

Par Poisson, les cdF de g sont ¢,,, = f(—m) = u_,,, et par

Parseval
1/2 /2 )
s =lglz= | 1gP=[ 1= f
, ~-1/2 ~-1/2 R
— |f|2

2

lulls = lic




Théoréme de Shannon sur L2

Si f, g € L*(R), les spectres sont a support fini

—%,%[ etvn € Z,g(n) = f(n)

Alors f = g en norme quadratique, c’est-a-dire,
If —gll2=0

Dém. h = f — g respecte les hypothese du théoreme
précédent, donc, si u,, = h(n),

If = gl3 = IRlIE = lull3 = ) [f(n) - g(m)]? = 0

n



Théoréme de Shannon sur L2

Maintenant, soit gy = Y.__» f(n) sinCF
Avec sinClt(t) = sinC|n(t — n)]

Comme h, les fonctions fy = f — gy respectent les
hypotheses du théoreme pour tout N, donc

If = Zner FDSINCEI3 = lIfyl13 = lluy3
= > If ) >y 0

In|>N
Donc f =Y., f(n) sinCF en sens L?



Reconstruction parfaite

La formule Vt € R, f(t) = ).,z f (n)sinC|r(t — n)]
ou son équivalent en L? sont dites de reconstruction
parfaite ou ideéale
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Reconstruction parfaite

La formule Vt € R, f(t) = ).,z f (n)sinC|r(t — n)]
ou son équivalent en L? sont dites de reconstruction
parfaite ou ideéale
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Autres reconstructions

Reconstruction parfaite :

VtER, f(t) = f(n)sinC|n(t —n)]
Problemes :

* Le sinC est non-causal
e Le sinC a support infini

e La somme est sur un nombre infini de termes

Et si on remplace le sinC par une fonction a support fini ?



Autres reconstructions

vt ER, g(t) = 2 Fh(t —n)
nez
Si h a support fini, la somme est finie, et a moins d’un
retard, on peut utiliser des fonctions non causales...
mais il peut y avoir une erreur de reconstruction

sinC tronquée : h(t) = sinC(t)I_r (L)

L'erreur décroit comme 1/T



Autres reconstructions

Interpolation polynomiale : on utilise des polynomes
qui passent par f(n) aux instants n

Interpolation d’ordre zéro : h(t) = hy(t) = ]I[_H](t)

2’2

vt € R, g(t) = Z F(M)hy(t —n)

nez

Vt € ’m—1 m+1] g(t) = f(m)
2 21"



Autres reconstructions

Interpolation d’ordre 1 :
h(t) = hy(t) = (ho* ho)(®) = (1 — [¢I[—1 17(t)

Ve ER g(t) = ) F0h(t—n)
nez
Soitd =t—m.Ona:

vte |m,m+1],0 € |0,1]

g(t) =f(mh(t—m)+f(m+ Dh(t—m—1)
= f(m)hy(0) + f(m + 1)h, (6 — 1)
=1-0)fm)+A+06—-1)f(m+1)
=f(m) +0[f(m+1) - f(m)]



Autres reconstructions

On peut montrer que :

* Ym € N, si on prends m = 1 convolutions de hjy on
obtient un noyau d’interpolation d’ordre m, c’est-a-
dire, la formule d’interpolation produit un signal

C(™m=1) nholynomial par morceaux d’ordre m qui
passe par les points (n,f(n))

* Les noyaux h,,, sont appelés B-spline

* h,, = sinC"™ pourm — o



Autres reconstructions
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Autres reconstructions
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Autres reconstructions




Erreur de reconstruction

e . 1 1
f satisfait Poisson et a spectre a support dans |— E’E]

g(t) = T f((E — 1) et
§V) = Snez f(WAW)e 5 =

If—gli3 =|If - all, =

h(V) ez f (v +m)

/2 , n+1/2 ,
= [ Vo -golav+ Y [ lfe) - gol'ay
~1/2 2= Jn—-1/2
(/2 o n+1/2 )
= | Vol h-kwlfev+) | 1gmiray
~1/2 £t Jn-1/2
cl/2 5 t1/2 ,
o IR EEIO! dv+zJ G(v — n)|2dv
~1/2 e J_1/2
(/2 o (/2 o,
= | Fof - dv+zJ A — ) f )| dv
~1/2 ) _1/2



Erreur de reconstruction

If —gll5 =
=[ |f<v>|2|1—ﬁ<v>|2dv+j

—-1/2 —-1/2

+1/2
O ) R =m)| dv

n+0

Reconstruction idéale : A(v) = 1 en bande principale et nul sur les
répliques
Le sinC satisfait ces conditions



Meilleure reconstruction

Soit f € L* non bornée en bande
Soit g(t) = )., u, sinC|m(t —n)] un CNA idéal

Quel est le choix de u,, qui minimise ||f — g||5 ?



Meilleure reconstruction

Soit fz = f * sinC™ € L? : limitée en bande

Soit fy = f — fg C'est-a-dire, f = fy + [f5
Pour tout g exprimable comme somme de sinC (donc limitée
en bande), on a

=

. A a2
If —gll3 = ‘f—gHZ = ||/u +fB_gH2
A2 A a2 A oA
= ||full, + Ife = gll, + 2(fu. fo — 9) =
A2 s a2
= \full, + lfs — 4ll, = Wfullz + llfs — gll3

Comme f5 et g satisfont les HP de Shannon, g(n) = fz(n)
est le choix optimale, ce qui implique u,, = fg(n)




Chaine d’echantillonnage

Filtre anti-
repliement Echantillonnage
fQ@) fe(t) u
B . / n
t=n

h(v)

~1/2 ' 1/2



Normalisation
Si on veut échantillonner f avec période T,, on introduit

9(x) = f(Tex)
La fonction g est echantillonnée avec période 1, donc
1. Vlv|>-,§(0) =0

2. g(x) = T g)sinClr(x — m)]
3. Ymg(m)e ?™m =3, (v +n)
On écrit cela en se rappelant que:

g(x) = f(Tex) fx)=g (%)

1 . A
§0) == f (Tl) ) =Teg (Fl)



Normalisation
On obtient

. ~ 1 F,
1. f(v) =Teg(Fle) — o vY > & |v| >

Fe
2. f(t) =g(t/T,) =
Zng(sinC | (- —n)| £(6) =

S f (nT)sinC |7 (t = nT,)|

2 me(mTe)e—Zinvm _ Tleznf(v;—en) —
Tleznf[Fe(v +n)]




Chaine d’échantillonnage

* Chaine de numérisation : filtre idéal a F, /2 et
reconstruction avec sinC™/Te

Filtre anti- Echantillonnage
repliement a F /2 avec période T
f(®) fB(t) Un
—> i > / >
‘ t =nT,
h(v)

—F, /2 F./2



